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Resumen
En este escrito se presentan algunos aspectos geome´tricos a la manera de
Felix Klein, trabajando con la me´trica Euclidiana.
1. Introduccio´n
En la primera parte de los Elementos de Euclides se afirma que dos figuras
situadas en el mismo plano son iguales si y solo si es posible hacer que una figura
coincida con la otra por medio de traslaciones, rotaciones y reflexiones en rectas.
Por consiguiente en dicha primera parte de los Elementos se estudian aquellas
propiedades de las figuras de un plano que son invariantes respecto a las llamadas
isometr´ıas del plano.
Como la compuesta de dos isometr´ıas planares cualesquiera es una isometr´ıa
planar y, as´ı mismo, la inversa de una isometr´ıa planar tambie´n es una isometr´ıa
planar, se concluye que el conjunto de todas las isometr´ıas del plano forman un
grupo de transformaciones, y podemos considerar la geometr´ıa me´trica eucli-
diana plana como el estudio de aquellas propiedades de las figuras de un plano
que son invariantes respecto al grupo de isometr´ıas planares. Propiedades tales
como: longitud, a´rea, congruencia, punto medio, paralelismo, perpendicularidad,
colinealidad de puntos y concurrencia de rectas, esta´n entre dichos invariantes y
son las propiedades estudiadas en la geometr´ıa me´trica euclidiana plana.
La geometr´ıa euclidiana plana no trata u´nicamente de las propiedades de las
figuras de un plano que son invariantes bajo las isometr´ıas planares, pues en
partes posteriores de los Elementos se estudian figuras semejantes que nos
hacen interesar por las propiedades de figuras que permanecen invariantes res-
pecto a las semejanzas del plano. Estas transformaciones esta´n compuestas por
las traslaciones, rotaciones, reflexiones en rectas y homotecias del plano. Ahora
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bien, la compuesta de dos semejanzas planares es tambie´n una semejanza pla-
nar y la inversa de una semejanza planar es tambie´n una semejanza planar. Se
deduce entonces que el conjunto de todas las semejanzas planares constituye un
grupo de transformaciones, y podemos considerar a la geometr´ıa plana de
la semejanza, o geometr´ıa equiforme plana, como el estudio de aquellas
propiedades de las figuras de un plano que son invariantes para el grupo de seme-
janzas planares. Pero, en este grupo ampliado, propiedades tales como la longitud,
a´rea y congruencia no son ya invariantes y, por tanto, dejan de ser materia de
estudio; pero otras propiedades, como punto medio, paralelismo, perpendiculari-
dad, colinealidad de puntos y concurrencia de rectas siguen siendo invariantes y,
en consecuencia, son objeto de estudio de esta geometr´ıa.
Por consiguiente, la geometr´ıa plana euclidiana es realmente una combinacio´n de
dos geometr´ıas ma´s ba´sicas, como son la geometr´ıa me´trica plana euclidiana y la
geometr´ıa plana equiforme, siendo cada una de ellas la teor´ıa de los invariantes
de un cierto grupo de transformaciones.
La geometr´ıa proyectiva plana es el estudio de aquellas propiedades de las figuras
de un plano que permanecen invariantes cuando dichas figuras son sometidas a
las transformaciones proyectivas, siendo una transformacio´n de esta naturaleza
una composicio´n de perspectividades. Es evidente que la compuesta de dos trans-
formaciones proyectivas es nuevamente una transformacio´n proyectiva, as´ı como
lo es tambie´n la inversa de una transformacio´n de dicha clase; por consiguiente,
el conjunto de todas las transformaciones proyectivas constituye un grupo de
transformaciones. La geometr´ıa proyectiva plana se puede describir entonces
como la teor´ıa de las invariantes de este grupo particular de transformaciones.
De las propiedades mencionadas previamente, solo la colinealidad de puntos y la
concurrencia de rectas permanecen invariantes. Un invariante importante de este
grupo de transformaciones es la relacio´n anarmo´nica de cuatro puntos colinea-
les y este invariante desempen˜a un papel capital en el estudio de la geometr´ıa
proyectiva. Como una seccio´n co´nica de un tipo puede ser proyectada en una
co´nica de cualquier otro tipo, la geometr´ıa proyectiva plana (a diferencia de la
geometr´ıa euclidiana plana), no estudia las elipses, para´bolas e hipe´rbolas como
curvas distintas.
El conjunto de todas las transformaciones proyectivas de un plano que convierten
en s´ı misma a cierta recta del plano, (llamada recta en el infinito), constituye
un grupo de transformaciones. El estudio de las propiedades de las figuras de un
plano que son invariantes ante las transformaciones de este grupo se conoce con
el nombre de geometr´ıa af´ın plana. El conjunto de todas las transformaciones
proyectivas de un plano que convierten en s´ı misma a una recta fija y que con-
266
Felix Klein y el Estudio de la Geometr´ıa
vierten en s´ı mismo a un punto fijo no situado en aquella, contituye tambie´n un
grupo de transformaciones. El estudio de propiedades de figuras de un plano que
son invariantes respecto de las transformaciones de este grupo se conoce como
geometr´ıa centroaf´ın (o afinoce´ntrica) plana.
Todas las geometr´ıas descritas anteriormente son geometr´ıas planas, pero pueden
efectuarse estudios semejantes en el espacio tridimensional o en cualquier espacio
de ma´s de tres dimensiones, es decir, de orden superior, siendo cada una de estas
geometr´ıas multidimensionales la teor´ıa de las invariantes de un cierto grupo de
transformaciones. As´ı mismo, en todas las geometr´ıas precedentes se han consi-
derado las figuras, sobre las que se aplican las transformaciones de un cierto grupo
de transformaciones, como formadas por puntos. De ah´ı que todas las geometr´ıas
anteriores sean ejemplos de las geometr´ıas puntuales. Hay geometr´ıas en las
que se eligen como elementos fundamentales entidades distintas de los puntos,
y los geo´metras han estudiado muchas de ellas, tales como la geometr´ıa lineal
(o tangencial), la geometr´ıa circular y la geometr´ıa esfe´rica. Pero todas e´stas,
como las geometr´ıas puntuales ya mencionadas, pueden ser consideradas como
las teor´ıas de las invariantes de ciertos grupos de transformaciones.
2. Hacia la nocio´n matema´tica de
transformacio´n
En 1639, dos an˜os despue´s de la Ge´ome´trie, de Descartes, circulo´ entre los
entendidos, un proyecto en borrador, firmado por Ge´rard Desargues, ingeniero,
matema´tico y arquitecto france´s, en el que se ensayaba presentar la perspectiva,
usada en particular por los grandes pintores de la e´poca, como un medio para
hacer geometr´ıa. Por entonces, solo Pascal pudo hacer una contribucio´n ma´s, al
enunciar, en 1640, el teorema del hexagrama mı´stico, uno de los grandes teoremas
que dejo´ a la matema´tica, a partir del cual, segu´n se dice, pod´ıa explicar toda la
geometr´ıa que concerniera a las secciones co´nicas.
En el siglo XVIII, Euler se dio´ cuenta de un hecho importante que enuncio´ as´ı :
Un desplazamiento plano es una rotacio´n, o una translacio´n, o una
translacio´n seguida de una simetr´ıa. 1
1A. Campos, Axioma´tica y Geometr´ıa, desde Euclides hasta Hilbert y Bourbaki,
Bogota´, 1994, pag. 296.
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Habr´ıa que esperar, sin embargo, hasta la que llama Bourbaki “edad de oro de
la geometr´ıa”elemental (apuntalada por dos grandes sucesos: La aparicio´n de la
Ge´omtr´ıe descriptive de Gaspard Monge en 1795 y la propuesta delPrograma
de Erlangen de Felix Klein en 1872) para que las ideas de los precursores, Desar-
gues y Pascal, se convirtieran en la geometr´ıa proyectiva. Durante muchos an˜os
la obra ma´s importante, dentro de esta tendencia, fue Traite´ des proprie´te´s
projectives de figures de Jean Victor Poncelet,
... Uno de los procedimientos sistema´ticos de demostracio´n, empleado
hasta la saciedad, consiste en reducir mediante una proyeccio´n las
propiedades de las co´nicas a las de la circunferencia (me´todo que hab´ıa
sido empleado ocasionalmente por Desargues y Pascal); y para poder
pasar incluso de una cua´drica a una esfera, inventa el primer ejemplo
de transformacio´n proyectiva en el espacio,... 2
Otro aporte importante fue el de August FerdinandMo¨bius, con su obraBarycen-
trische Calcul, 1827, donde muestra que la transformacio´n homogra´fica com-
prende como casos particulares a los desplazamientos, las similitudes y las afi-
nidades. En 1837, el geo´metra france´s Michel Chasles publico´ su obra Aperc¸u
Historique sur l’origineet le de´veloment des me´thodes en ge´ome´trie.
Una de las afirmaciones ma´s destacadas de Chasles, citada por Bourbaki, es
Hoy d´ıa todo el mundo puede presentarse, tomar una verdad conocida
cualquiera, y someterla a los distintos principios generales de trans-
formacio´n, obteniendo a partir de ella otras verdades diferentes o ma´s
generales, y e´stas a su vez sera´n susceptibles de parecidas operaciones,
de tal modo que se podra´ multiplicar, casi hasta el infinito, el nu´mero
de las nuevas verdades deducidas de la primera... 3
3. El “programa de Erlangen”de Klein
El programa presentado por Klein en 1872, al entrar a formar parte de la Fa-
cultad de Filosof´ıa y del Senado de la Universidad de Erlangen, se titulaba Ver-
gleichende Betrachtungen u¨ber neue geometrische Foeschungen (Con-
sideraciones comparativas de las nuevas investigaciones geome´tricas).
2N. Bourbaki, Elementos de historia de las matema´ticas, Alianza Editorial, 1976, pag.
185.
3N. Bourbaki, Op. Cit., pag. 187.
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En e´l Klein avanza respecto a Poncelet, quien hab´ıa formalizado en la nocio´n de
transformaco´n en geometr´ıa.
A partir, sobre todo, de 1850, aproximadamente, las ideas de grupo
y de invariante, formuladas finalmente de un modo preciso, van ocu-
pando poco a poco la escena, y se pone de manifiesto que los teoremas
dela geometr´ıa cla´sica no son otra cosa que la expresio´n de relaciones
ide´nticas entre invariantes o covariantes del grupo de semejanzas...
(Por ejemplo, los primeros miembros de las ecuaciones de las tres al-
turas de un tria´ngulo son covariantes de los tres ve´rtices del tria´ngulo
para el grupo de las semejanzas, y el teorema que afirma que estas tres
alturas tienen un punto comu´n equivale a decir que los tres covariantes
en cuestio´n son linealmente dependientes). 4
Transcribimos, a continuacio´n, algunas aseveraciones que constituyen la subs-
tancia del programa, segu´n A. Campos:
Hay transformaciones del espacio que no alteran en nada las propie-
dades geome´tricas de las figuras. Por naturaleza, estas propiedades
son, en efecto, independientes de la situacio´n ocupada en el espacio
por la figura considerada, de sumagnitud absoluta, y en fin tambie´n del
sentido en el que sus partes esta´n dispuestas. ... Los deplazamientos del
espacio, sus transformaciones con similitud y por simetr´ıas no alteran,
pues, las propiedades de las figuras, ni tampoco las transformaciones
compuestas de las precedentes. Llamamos grupo principal de transfor-
maciones del espacio al conjunto de todas estas transformaciones. Las
propiedades geome´tricas no son alteradas por las transformaciones del
grupo principal. La rec´ıproca es igualmente verdadera: las propiedades
geome´tricas son caracterizadas por su invariacio´n relativamente a las
transformaciones del grupo principal. Hagamos abstraccio´n de la figu-
ra material que, desde el punto de vista matema´tico, no es esencial, y
no vemos en el espacio ma´s que unaa multiplicidad de varias dimen-
siones... Por analog´ıa con las transformaciones del epacio, podemos
hablar de transformaciones de la multiplicidad; ellas forman tambie´n
un grupo... Como generalizacio´n de la geometr´ıa (de Euclides) se pone
entonces una cuestio´n general: dados una multiplicidad y un grupo de
transformaciones de esta multiplicidad, estudiar sus elementos des-
de el punto de vista de las propiedades que no son alteradas por las
4N. Bourbaki, Op. Cit., pag. 186.
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transformaciones del grupo. O tambie´n: dada una multiplicidad y un
grupo de transformaciones de esta multiplicidad, desarrollar la teor´ıa
de los invariantes relativos a este grupo 5
Las u´ltimas afirmaciones son las ma´s citadas cuando se quiere acentuar la esencia
del programa de Klein. Esta´n extractadas del primer para´grafo. Klein no deja
de mencionar las multiplicidades (que en el lenguaje actual son las variedades)
de un nu´mero cualquiera de dimensiones, ni el hecho capital de que el grupo
de transformaciones se escoge arbitrariamente, lo que lo hace bastante general.
En el para´grafo 3 aparece esta otra afirmacio´n, que varios geo´metras ya hab´ıan
presentido:
La geometr´ıa proyectiva no nacio´ de veras sino cuando se volvio´ cos-
tumbre considerar como enteramente ide´nticas a la figura primitiva y
a todas aquellas que se obtienen de ella por proyeccio´n; y, enunciar las
propiedades proyectivas de tal manera que se ponga en evidencia su
independencia respecto a las modificaciones causadas por la proyec-
cio´n. Esto era lo mismo que tomar como base de consideraciones, el
grupo de las transformaciones proyectivas; se encontraba as´ı creada
la diferencia entre las geometrias proyectiva y ordinaria. 6
En resumen, Apolonio hizo la teor´ıa de los lugares so´lidos; Descartes y Fermat
crearon el lenguajes matema´tico para estudiar lugares planos, so´lidos y diferentes
tipos de curvas; Poncelet introduce la nocio´n matema´tica de transformacio´n en
geometr´ıa; Galois introduce la nocio´n matema´tica de grupo y Klein muestra que
la esencia de la geometr´ıa esta´ en la estructura del grupo de transformaciones.
4. Geometr´ıa plana al estilo de Klein
Euclides basaba sus demostraciones de congruencia en un postulado que dec´ıa
que
cosas que coinciden una con la otra son iguales entre s´ı 7
5A. Campos, Op. Cit., pag. 299.
6A. Campos, Op. Cit., pag. 300.
7Euclides, Elementos, Libro I, Nociones comunes, Ed. Aguilar.
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lo que no es adecuado para justificar lo que e´l hizo, no obstante, las ideas de
movimiento y de superposicio´n esta´n impl´ıcitas en sus demostraciones de congru-
encia. Es posible, como lo hizo Klein, formular en te´rminos precisos losmovimien-
tos r´ıgidos o isometr´ıas del plano:
Recordemos en primer lugar que
Definicio´n 4.1. Una me´trica o distancia en R2 es una funcio´n
d : R2 ×R2 −→ R+
con las siguientes propiedades
(M1) d(x, y) = 0 si y solo si x = y.
(M2) d(x, y) = d(y, x), para todo x, y ∈ R2.
(M2) d(x, y) + d(y, z) ≤ d(x, z), para todo x, y, z ∈ R2.









d = d(x, y) =
√
(y1 − x1)2 + (y2 − x2)2 := ||x− y||.
Presentamos ahora los movimientos del plano que conservan distancias euclidia-
nas, y por lo tanto el taman˜o de las figuras geome´tricas
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Definicio´n 4.2. Una isometr´ıa del plano es una funcio´n
f : R2 −→ R2
que preserva distancias , esto es para todo x, y ∈ R2 se cumple que
d(f(x), f(y)) = d(x, y); es decir, ||f(x)− f(y)|| = ||x− y||.
Presentamos algunas de las isometr´ıas del plano (las ma´s usuales en geometr´ıa
elemental) en los ejemplos que siguen
Ejemplo 4.1. Las Traslaciones TV , donde V = (a, b) es un punto dado de R
2.
Se caracterizan porque desplazan a cada punto (x, y) del plano hasta el punto




B+ V C+ V
TV
Naturalmente, las traslaciones son isometr´ıas puesto que
||TV (x)− TV (y)|| = ||(x+ V )− (y + V )|| = ||x− y||.
Tambie´n es facil deducir que la compuesta de dos traslaciones es otra traslacio´n,
que T0 es la funcio´n ide´ntica y que T−V es la traslacio´n opuesta (inversa) de TV ;
en otras palabras: las traslaciones forman un grupo.
Ejemplo 4.2. Las rotaciones rα con centro en el or´ıgen de coordenadas. Todo
el plano gira segu´n un a´ngulo dado α, por lo tanto es suficiente el cambio de
coordenadas correspondiente ya que los ejes tambie´n giran.
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b = x1sen α; x
′
1 = −a+ x1 cosα.










a = x2sen α; x
′




1 = x1 cosα− x2sen α
x2
′
= x1sen α + x2 cosα
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tambie´n forman un grupo, con elemento neutro r0 = I2×2.
Ejemplo 4.3. Observemos las rotaciones que dejan invariante un tria´ngulo equi-











Estas rotaciones son isometr´ıas (observe que las matrices que las representan






Cuando el tria´ngulo no es equila´tero el grupo se reduce dra´sticamente.
Es claro que cada pol´ıgono tiene asociado un grupo de rotaciones que lo deja
invariante, el cual depende de las isometr´ıas que tenga dicho pol´ıgono.
Ejemplo 4.4. Las reflexiones r¯l con respecto a rectas l del plano. Un punto x
′
es la ima´gen de un punto x por una reflexio´n en una recta l (el eje de simetr´ıa)





Toda reflexio´n en una recta es su propia inversa y por lo tanto forma un grupo
de orden dos.
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Ejemplo 4.5. Observemos las reflexiones que dejan invariante a un tria´ngulo
equilatero. Los ejes de simetr´ıa son las mediatrices de cada uno de sus lados:
Tenemos, en primer lugar, las reflexiones que dejan fijo al ve´rtice A e intercam-
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5. Observaciones finales
Aqu´ı aparecen algunas anotaciones que consideramos importantes para el estudio
de la geometr´ıa en el ambiente de los grupos de transformaciones:
1. La composicio´n de movimientos, como se sugiere en [4][pag. 32], nos muestra
que tanto las rotaciones como las reflexiones pueden hacerse en cualquier
punto o respecto a cualquier recta sin que se alteren los grupos asociados.
Aqu´ı es fundamental el uso de la conjugacio´n en el grupo correspondiente.
2. Obse´rvese que se puede trabajar simulta´neamente con varios grupos; por
una parte, las isometr´ıas del plano forman un grupo, y por otra, cada figura
conlleva un grupo que la deja invariante (por ejemplo, el grupo die´drico
D3 del tria´ngulo equila´tero que tiene seis elementos: tres rotaciones y tres
reflexiones). Naturalmente, cuando se cambia de figura este u´ltimo grupo
tambie´n cambia y depende del nu´mero de sus lados y de sus simetr´ıas. Vale
la pena preguntarse si cada uno de estos grupos caracteriza completamente
a una figura determinada. No´tese que el grupo que deja invariante a una
circunferencia es un caso l´ımite.
3. En estas notas hemos trabajado con la me´trica euclidiana del plano. Cuando
se cambia la me´trica por otra que no sea equivalente a ella, podemos estudiar
otras geometr´ıas planas; como sucede por ejemplo cuando se trabaja con
una me´trica hiperbo´lica. Estas observaciones tambie´n valen en dimensiones
superiores.
4. Otro cap´ıtulo de la geometr´ıa euclidiana plana es el de la semejanza. Para
su estudio en el grupo de movimientos se incluyen las dilataciones y con-
tracciones (se suele utilizar el grupo af´ın). Como es de esperarse, el uso de
otros grupos, como el grupo proyectivo, enriquecen el estudio de la geo-
metr´ıa tanto en el plano como en dimensiones superiores. En la pra´ctica se
parte del grupo Aut(E) de los automorfismos del espacio E en el que se
quiere trabajar y se seleccionan subgrupos apropiados de acuerdo con las
caracter´ısticas de la geometr´ıa que necesitemos estudiar.
Bibliograf´ıa
[1] N. Bourbaki, Elementos de historia de las matema´ticas, Alianza Editorial,
1976.
276
Felix Klein y el Estudio de la Geometr´ıa
[2] A. Campos,Axioma´tica y Geometr´ıa, desde Euclides hasta Hilbert y Bourba-
ki, Bogota´, 1994.
[3] Euclides, Elementos, Libro I, Aguilar, 1979.
[4] C. Ochoa, Momento Geome´trico, Universidad Distrital Francisco Jose´ de
Caldas, Bogota´, 1998.
[5] I. M. Yaglom, Geometric Transformations I, The Mathematical Association
of America 8, 1962.
277
